STUDIUL MISCARII DE ROTATIE A
SOLIDULUI RIGID. ELIPSOIDUL DE INERTIE.
AXE PERMANENTE DE ROTATIE

Scopul lucrarii

In lucrarea de fatd se vor determina momentele de inertie principale centrale I,
, 1, , L. fatd de axele de simetrie ale unui corp de forma paralelipipedica si se vor
compara aceste valori cu cel obtinute prin calcul. De asemenea, determinand
momentul de inertie In raport cu axa ce coincide cu diagonala de volum a

paralelipipedului, se va putea verifica ecuatia elisoidului de inertie.

Consideratii teoretice

Ecuatia diferentiald a miscarii de rotatie a solidului rigid, M =dJ/dt (unde
M este momentul total al fortelor externe, iar J - momentul cinetic al rigidului)
contine o madrime tensoriald I, definita prin relatia J=1& (@ este viteza
unghiulard), care depinde de orientarea axei instantanee de rotatie in raport cu corpul,
fiind, deci, o functie de timp. Atasadnd corpului rigid un sistem de coordonate, SC,
legat de acesta, se pot calcula momentele de inertie in raport cu axele SC (care sunt,
de data aceasta, independente de timp), iar valoarea momentului de inertie Tn raport cu
orice axa de rotatie se poate exprima in functie de momentele de inertie
corespunzatoare rotatiei in jurul axelor SC.

Ecuatia care exprima legatura dintre momentele de inertie sus-mentionate este
aceea a unui elipsoid de revolutie, denumit elipsoid de inertie. Cunoasterea ecuatiei
elipsoidului de inertie permite alegerea unei astfel de orientéri a SC, astfel incat rotatia
sa aiba un caracter stabil, adica corpul sd prezinte tendinta de revenire la situatia
initiald, in urma aplicarii unei perturbatii externe. Aceasta inseamna, cu alte cuvinte,
gasirea acelei orientari a SC, in raport cu care ecuatia elipsoidului de inertie ia asa-
numita formd canonicd.

Daca corpul rigid se roteste in jurul unei axe care nu trece prin centrul sdu de
masd, atunci pastrarea orientarii acestei axe (denumitd axd permanentd) impune
anularea (de catre legaturi) a rezultantei fortelor centrifuge. Rolul legaturii il au In
practica lagdrele de fixare a axei de rotatie. Daca axa de rotatie trece prin centrul de
masa al rigidului, ea se numeste centrala si constituie o axd liberd. Cunoasterea axelor
libere de rotatie este deosebit de imporantd in tehnicd, pentru echilibrarea rotilor,

rotoarelor de turbine, elicelor, etc.



Sa consideram un element de masa dm a rigidului (Fig. 1), care executd o

Fig. 1
miscare de rotatie pe o traiectorie circulara de razd r, in jurul axei orizontale. Vom

nota cu atg acceleratia acestui element de masa, determinata de forta elementara OF
(OF este forta ce revine acestui element de masa dm din forta totald ce pune in
miscare intregul sistem); expresia acceleratiei rezultd aplicand principiului II al

dinamicii:
. dv
OF =dm G, =dm Gc% =dm %(w [4)é, =dm [8 ‘;—(;)étg (1)

Deoarece directiile fortelor ce actioneaza asupra tuturor elementelor de masa din
structura corpului A sunt diferite, este dificil sd se faca o Tnsumare a lor, pentru a gasi
unei ecuatia diferentiald a miscarii de rotatie a sistemului. Daca, insa, se evalueaza
momentele elementare ale fortelor (care sunt toate paralele intre ele) sau lucrul
mecanic produs de acestea (lucrul mecanic fiind o marime scalard), se poate propune
un model teoretic, care sa explice miscarea si sa permita calcularea diferitelor marimi
fizice de interes. Vom aplica, in continuare, aceasta ultima variantd de abordare a
problemei.

Lucrul mecanic efectuat de forta de greutate a corpului D determina variatia
energiei cinetice a aceluiasi corp, precum si a ansamblului aflat in rotatie. Avand in
vedere cd toate elementele de masd au aceeasi viteza unghiulard si luand in
considerare ca o parte din acest lucru mecanic se cheltuie pentru invingerea frecarilor
inerente in practica (se produce caldurad), se poate scrie, pentru o deplasare elementara,

o ecuatie de bilant energetic de forma:

mpyg ldh = w@wﬁ rldm +IVV [dv [dm +dQ (2)

Notand cu & lungimea firului infasurat pe C si avind in vedere ca viteza liniara a
lui D variaza intre 0 si v, iar viteza unghiulard - intre 0 si w, prin integrare se obtine

ecuatia:
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unde / =1, + 1, este momentul de inertie al ansamblului corp-cadru-cilindru, iar
11 - momentul ansamblului cadru - cilindru.

Vom deduce in continuare expresia momentului de inertie 7o (I] ramane
constant in timpul experimentului). Daca atasam corpului un sistem de coordonate
SC, ale carui axe sunt orientate arbitrar in raport cu corpul (Fig. 2), directia axei de
rotatie (directia lui @) face cu axele SC unghiurile @, ¢,, ¢, Raza de rotatic a

elementului dm, are expresia:

1”2 =r’=(rcos¢) =r’ —=(7 @)’ 4)

Momentul de inertie I in raport cu axa data va fi:

I= Vrgdm = J’V[r2 —(F@)*1dm (5)

Inlocuind aici:

W=cos @ X +cosP y+cosd.z siF=xk+yp+zZ

vom gasi, dupa efectuarea unor calcule simple:

I=1_cos’ ¢, + I, cos’ ¢, +1. cos’ . +21  cosp cosp , +21 _cosp .cosp . +21_cogh ,co® .

in care am notat cu:

I =" =xdm ; I =[0"=y)dm ; I_=[("=2z")dm (6)
l = l

momentele de inertie in raport cu axele Ox, Oy si Oz ale SC, iar cu:

I, :—J'xydm s 1, =—J'yzdm ; I, = —Iyzdm (7)
Vv Vv Vv

momentele centrifugale. Daca se alege orientarea axelor SC, astfel incat:

Y= cos¢. Y:cosd)y Z:cos(bz )
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expresia lui I devine:

X2+ Y +1 77 +21 XY +21 _XZ +21 YZ =1 9)

Relatia (9) reprezintd ecuatia unui elipsoid de revolutie, de aceea se numeste
ecuatia elipsoidului de inertie. Dacd se alege originea SC in centrul de masa, iar
axele acestuia sunt paralele cu axele de simetrie ale corpului, momentele centrifugale
de inertie se anuleazd (in acest caz elementele de masa sunt distribuite simetric in
raport cu axa de rotatie).

Alegind succesiv directia axei de rotatie, astfel Incat ea sa fie, pe rand,
paraleld cu cele trei muchii reciproc perpendiculare ale paralelipipedului 4, vom
putea, mai intai, calcula momentele de inertie Iy, Iyy’ I, dupd care putem verifica
ecuatia:

I=1_cos’ ¢, +1, cosz¢y +1_cos ¢ (10)
pentru directia diagonalei de volum a paralelipipedului, pentru care avem valorile

cosinusilor directori:

(1)

cos¢, =

(am notat cu a, b, si c laturile paralelipipedului).
Fixand corpul astfel incat axa de rotatie sa treaca prin CM si sa fie paralela cu
una din muchiile acestuia (pe care o putem nota conventional cu Ox), ecuatia (3)

devine:

2
mpv

+Q (12)

Scotand acum corpul paralelipipedic si lasand din nou corpul D sa cada pe distanta h:

mygh = %(]m +1)+

2
ngh:%L +%+Q1 (13)

putem, folosind ecuatiile (12) si (13) sa calculdm pe Ixx. Avand in vedere cd miscarea
corpului D este uniform accelerata, v = 2A/t, iar W= v/R (R este raza cilindrului C) si

admitand ca Q1 = Q, vom gasi:

L, =k(t; =) (14)

2
unde: k :%(ngh—Q) (15)
Cu 4 si #] s-au notat timpii de cadere a corpului D pe distanta A in prezenta,
respectiv in absenta corpului 4.
Repetand experimentul pentru directiile y si z, vom obtine ecuatii similare
relatiei (14) pentru Iyy’ I,,. Se fixeaza apoi corpul, astfel incit diagonala sa mare sa
constituie axa da rotatie; se masoara si in acest caz timpul de cadere, ¢. Inlocuind

expresiile lui Iy, Iyy si Iz in (10) rezulta:
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B+
- =

a’ +b* +¢?

(16)

De asemenea, se vor verifica valorile momentelor de inertie Ixx, Iyy, I gasite

folosind ecuatii de tip (14) (in care @ [10) cu valorile aceloragi marimi, determinate
prin calcul. Calculul acestora (vom lua ca exemplu calculul lui Iyx) se face astfel

(vezi Fig. 4):

b/2 al2 cl/2 c/2 al2 b/2
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Instalatia experimentala.

Schema instalatiei de lucru este prezentata in Fig. 4. Se foloseste, in calitate de
rigid, un corp metallic paralelipipedic, A, ce poate fi montat in mai multe moduri
intr-un cadru metalic, B, ansamblul putandu-se roti in jurul une axe fixe, orizontale.
Miscarea de rotatie a intregului ansamblu se produce lasand sa se desfdsoare un fir ce

sustine un corp D, fir ce fusese infasurat pe cilindrul C, solidar cu axul.

Fig. 4



Modul de lucru

©Se masoara masele corpurilor cu care se lucreaza,

®Se masoara lungimea k a firului care este infasurat pe cilindrul C, precum si
dimensiunile a, b, ¢ ale corpului 4 ;

©Se masoara timpul de cadere al corpului C cu cadrul gol, #1, (fara corpul A);

OSec fixeaza corpul A4, astfel incat sia se roteascd in jurul axei Ox si se
determina #y; se repeta experimentul de 10 ori;

O Se repeta operatiile de la punctul 4, pentru a determina duratele ty sit,

OSe fixeaza corpul A, astfel incat sa se roteasca in jurul diagonalei de volum
si se determina ¢; se repeta experimentul de 10 ori;

@Sec completeaza tabelul de date experimentale.

Tabelul 1
Determinarea momentelor de inertie

Nr. t1 | tx |ty | tp |t | . Iyy I, I
det. 2 2 2

® | ® |6 | 6|6 |km?)]|kem?)| kg | (kgm?)

m?)

1
10

O Se efectueaza calculul erorilor.

Analiza erorilor de masura
Evaluarea erorilor de masurd a momentelor de inertie (de exemplu Ixy) se face
folosind ecuatia:
2
myR°g >
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Aplicand metoda diferentialei logaritmice vom gasi in final:

Al _Am AR Db 2tM | 240
= 42— +—+ +

I, m R h -t t-t

X

(19)

Se va calcula eroarea relativa totala, tindnd cont de precizia instrumentelor de

masura utilizate.



