STUDIUL MISCARII OSCILATORII FORTATE

Scopul lucrarii:

In acestd lucrare se studiazia miscarea oscilatorie fortati a unei coloane de lichid,
aflatd sub actiunea unei forte exterioare periodice. Se determind o serie de marimi
caracteristice miscarii, (frecventa proprie, largimea curbei de rezonanta, factorul de calitate)
prin trasarea curbei de rezonantd. De asemenea, se face analiza influentei amortizérii asupra

amplitudinii si frecventei oscilatiilor fortate.

Principiul fizic:

Daca asupra unui sistem fizic, capabil si oscileze, actioneaza o forta a carei intensitate
variaza periodic in timp, atunci sistemul va executa o miscare oscilatorie fortata. Pentru
studiul caracteristicilor unei astfel de miscari, considerdm o coloand de lichid de lungime L,
aflatd intr-un tub de sticld in formda de U, avand sectiunea circularda de arie S (Fig. la).
Presupunem ca asupra coloanei de lichid actioneaza din exterior forta periodica:

F, =F,sinQt €))
caracterizatd prin amplitudinea
FpO si prin pulsatia Q. Sub
actiunea acestei forte, coloana

de lichid Incepe sa oscileze de o

parte si de alta a pozitiei sale de

echilibru. Ca wurmare, ea va
ocupa la un moment dat, t,
L pozitia indicati in Fig. 1b. In

aceastd pozitie caracterizata prin

@ (b) elongatia z, asupra coloanei de
Fig.1

lichid va actiona forta de revenire:

Fe:—p8%+z%+PS%—Z%:—2PZSQ:_kz @)

care tinde s o readuca in pozitia initiala.
Aceasta fortd egala cu greutatea coloanei de lichid de indltime 2z, fiind proportionala
cu elongatia si fiind opusa ca semn acesteia, joaca rolul unei forte elastice.

In afara de fortele F D si F,, asupra coloanei de lichid mai actioneaza, de reguld, si o

forta de frecare Fy care se opune miscdrii coloanei de lichid. Mdrimea acestei forte depinde in



general de natura lichidului si a peretilor vasului, precum si de viteza de deplasare a lichidului.
In cele ce urmeaza, vom presupune cd marimea ei este proportionald cu viteza de deplasare a
coloanei de lichid, adica:

Fo=-rkv 3)

unde r este o constantd de proportionalitate.
In conformitate cu principiul al doilea al mecanicii newtoniene, acceleratia coloanei
de lichid este data de ecuatia:
(F,-F.-F)
a=———"=" 4)
m

in care m =p L § reprezintd masa intregii coloane.

Tinand cont de faptul ca:

. dz . dv _d’z 5)
= — 1 s
dt ° dt  dt?

aceasta ecuatie poate fi transcrisa sub forma:

d’z dz .

e =f,, EinQt (6)
in care s-au folosit notatiile:

r k ) FpO
:%; W, :‘/H si :—m (7)

Ecuatia (6) reda dendenta elongatiei z de timp. Solutia acestei ecuatii diferentiale de

ordinul 2 neomogene, este de forma (vezi Anexa 1):

Z=a,e™” sin(a)t + ¢) + Asin(Qt +¢) (8)

Aceasta solutie se compune aditiv din solutia generala:

= a,e” sin(wt + ¢) =a(t) sin(wt + ¢) )

a ecuatiei diferentiale omogene:

d’z dz
25 —+@z = (10)
dt’
si din solutia particulara:
Z, = Asin(Qt +¢) (11)

a ecuatiei diferentiale neomogene.
Solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene descrie migcarea coloanei de lichid in
lipsa fortei externe. Aceastd miscare este o miscare oscilatorie amortizatd caracterizata prin

amplitudinea variabild in timp:



a(t)=a,e™" (12)
pulsatia dependentd de amortizare:
w=4u -8 (13)
si faza initiald constanta.

Marimile ag si ) reprezintd amplitudinea, respectiv pulsatia miscarii oscilatorii
neamortizate pe care ar executa-o coloana de lichid daca asupra ei nu ar actiona nici forta de
frecare Fy si nici forta periodicd FY, .

Miscarea oscilatorie amortizatd se "stinge" cu atat mai repede cu cat factorul de
amortizare, 8, este mai mare. Intr-adevir, intr-un interval de timp T = 1/8, numit constanta de

timp a oscilatorului, amplitudinea a(t) a oscilatiilor scade, in conformitate cu (12), de e (O

2,71) ori. Intrucit in intervalul de timp T = 2TVw, care constituie perioada oscilatiilor

amortizate, amplitudinea a(t) scade de e* T ori si daca se defineste decrementul logaritmic.

a(t)

= =ln—————~
D=0T na(t+_|_)

(14)

rezulta cd, 1n intervalul T oscilatorul va executa un numar de oscilatii, care, evident va fi cu

atat mai mic, cu cat D este mai mare (adica & si 7 sunt mai mari):

N = T 1 1 15)
T 60 D
Pentru caracterizarea performantelor oscilatorului se foloseste cel mai adesea
marimea:
w
=mN =— 16
Q 25 (16)

care se numeste factor de calitate. Cu cat & este mai mic, cu atat Q este mai mare si deci
oscilatorul este “mai bun”.
Avand 1n vedere relatia (12) este usor de vazut ca, dupa un interval de timp:

t, 05t (17)

amplitudinea oscilatiilor amortizate scade la 1% din valoarea ei maxima. De aceea, acest
interval de timp se numeste durata practicd a procesului de "stingere" a oscilatiilor. Pentru a
avea dupa acest interval de timp oscilatii practic sesizabile, este necesar si intretinem
oscilatiile.

Sub actiunea fortei periodice exterioare, oscilatorul executd o miscare oscilatorie
fortata descrisa de ecuatia (11). In aceastd ecuatie, 4 si ¢ reprezinti amplitudinea, respectiv

faza initiald a oscilatiilor fortate. Ele au urmatoarele expresii (vezi Anexa 2).
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Cele doua marimi depind, prin urmare, de pulsatia, Q, a fortei periodice exterioare.
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Modul de variatie este indicat in Fig. 2.
Fenomenul de crestere a amplitudinii oscilatiilor fortate spre o valoare maxima atunci
cand pulsatia fortei exterioare se apropie de pulsatia oscilatiilor libere, se numeste rezonantd.
Pulsatia la care are loc rezonanta se
gaseste din conditia dA/dQ = 0 si are

expresia (Anexa 3).

Q. =\Jw -2& (20)

La aceastd pulsatie, amplitudinea
oscilatiilor fortate este:

f

f
— po — po
Amax_25 (q)z—262_269r(21)

Din aceste relatii rezulta cd, pe masura

scaderii amortizarii, pulsatia de

rezonantd Q., se apropie tot mai

mult de pulsatia proprie, «y a

Fig. 3

oscilatorului, iar amplitudinea maxima

a oscilatiilor fortate tinde tot asimptotic spre infinit (Fig. 3). Prin urmare, pentru amortizari



mici (5 < oq,) si pulsatii apropiate de pulsatia de rezonanta (Q UQ,0 (46) putem scrie
pentru amplitudinea normata a = A/A_,  relatia:

1
a = (22)
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Dependenta a(€Q) (Fig. 4) se comporta astfel, incat pentru pulsatiile Q si Q» avem :

w, Q 1
—_——_— = 4
Q @ Q
. w, Q, 1
Si: - - =-—.
Q, o Q
amax . [}
Pentru a = \/E , intervalul Fig. 4

de pulsatii cuprins intre Qq si Q», notat prin:

B=Q, -Q, 24)
se numeste ldrgimea curbei de rezonanti normate. Din relatiile (23) si (24) rezultd o formula
de calcul pentru factorul de calitate:

wO
Q= B (25)

Descrierea dispozitivului experimental

f/\\ Aparatul folosit la studiul oscilatiilor fortate
este reprezentat schematic in Fig. 5. El se compune
din oscilatorul propriu-zis (tubul in forma de U, umplut
cu lichid) si dispozitivul de excitare, a miscarii
oscilatorii. Acest dispozitiv constd dintr-un cilindru,

C, umplut cu aer si legat la un capat cu oscilatorul prin

intermediul unui furtun de cauciuc F. La capatul

celalalt al cilindrului se afld o membrana elastica, Me,

care, prin miscarea sa de du-te-vino supune aerul din

cilindru la comprimari si destinderi succesive; ca

urmare, coloana de lichid va urca si cobori periodic.

Miscarea membranei este asiguratd de un motor electric




de c.c., M, prin intermediul unui disc excentric D si a unei tije, T. Un capat al tijei se sprijina

pe marginea discului D, iar celélalt capat este legat solidar cu mijlocul membranei de cauciuc.

Modul de lucru:

a) Ridicarea curbei de rezonanta a oscilatorului

© Se conecteaza aparatul la retea si se pune motorul in functiune prin
actionarea comutatorului de curent pe pozitia "pornit";
@® Se aduce motorul la turatia cea mai mica cu ajutorul butonului reostatului
care limiteaza curentul de alimentare a motorului;
© La aceastd turatie se determind amplitudinea si frecventa oscilatiilor
fortate. Amplitudinea se citeste pe scala aparatului iar frecventa se determina
cronometrand timpul in care oscilatorul efectueazd un anumit numar de
oscilatii. Acest numar se citeste pe scara numaratorului cu care este prevazut
aparatul;
O Se creste usor turatia motorului si se determina din nou amplitudinea si
frecventa oscilatiilor fortate;
© Se repetd aceste operatii pana cand s-a parcurs toata gama de frecvente
accesibile.
O Se completeaza tabelul de date experimentale:

Tabelul 1

Determinarea factorului de calitate al unui oscilator mecanic

Nr.det

n(osc.) t(s) Q(rad/s) A(cm) o

b)_Determinarea factorului de calitate

O Se reprezinta grafic pe o foaie milimetrica amplitudinile normate ()
in functie de frecventele de oscilatie corespunzatoare, obtinandu-se astfel
curba de rezonanta normata;

® Din curba de rezonanta se determind frecventa proprie de oscilatie

f, =@, /21T a oscilatorului precum si frecventele laterale f, =Q, /27T si

f, =Q, /21, pentru care amplitudinea redusa descreste la 0,707 din valoarea

sa maxima.

©Se calculeaza factorul de calitate cu ajutorul formulei:




Q= (26)

¢). Analiza influentei amortizarii asupra amplitudinii si frecventei oscilatiilor fortate
Se poate modifica gradul de amortizare al oscilatiilor prin montarea unui robinet-
clema pe furtunul de cauciuc (F), care asigurda legatura dintre cilindru si oscilator. Se vor

ridica curbele de rezonanta ale oscilatorului, in cazul unor amortizari diferite.

ANEXA 1
Solutia generald a ecuatiei (10) se poate obtine astfel:

. Se alege o solutie de forma:
7 = exp(At) 28)
in care A este un parametru arbitrar.

* Se introduce aceasta solutie 1n ecuatia (10) si se obtine ecuatia algerica caracteristica:

« N +20A+w; =0 (29)
. Se rezolva aceasta ecuatie pentru a gasi valorile lui A. Dupa cum discriminantul
acestei ecuatii D = o - cqf este mai mare, egal sau mai mic ca zero, radacinile ei A| si A

sunt reale distincte, reale confundate sau complex-conjugate. Ne intereseaza acest din urma

caz, cand:
A==0-jA~A =0 -jwsi ,=-0+jV-A=-0+jw (30)
Acestor radacini le corespund solutiile:
2, =exp(-0-jo)t si z,=exp(-3+jwt 31)
Solutia generala a ecuatiei (10) se obtine ca o combinatia liniara a celor doud solutii,
adica:
z=a,z, +a,z, :[(a, exp(— ja)t) +a, exp(j wt))] exp(— &) (32)
unde a; si ap sunt doud constante arbitrare, care se determind din conditiile fizice initiale:

lat=0, z=z4 si v=v, Tinand cont de formulele lui Euler :

exp(— jwt) =cos wt — jsin wt
exp(+ jwt) =cos wt + jsin wk )
si folosind notatiile:
a, ta, =a,sing

j(a1 - az) =a,cos¢ %)



unde a( si ¢ sunt alte doud constante arbitrare, se obtine solutia generald sub forma:

z=a,e Bin(wt + ¢) (35)

ANEXA 2
Constantele arbitrare 4 si ¢ care apar in expresie solutiei particulare (10) se
determind astfel: se deriveaza de doud ori expresia (10), iar derivatele astfel obtinute se

introduc 1n ecuatia (5). Se obtine astfel egalitatea:

A(w; - Q%) cos ¢ +28Qsin ¢fsinQt +

(39)
A[(OL)O2 - Qz)sin ¢ +23Q cos ¢] cosQt = f ;sinQt
Cum membrul drept al acestei egalititi nu contine termen In cos Q¢ rezulta ca:
(OL)O2 - Qz)sin $—20Qcos ¢ =0
(40)
A[(oz)o2 - Qz) cos ¢ +20Qsin ¢] =f,
Folosind acest ultime doua ecuatii rezulta expresiile marimilor A si ¢.
ANEXA 3
Pentru ca amplitudinea sa devind maxima este necesar ca:
dA
—=0 41
dQ “1)
i d°A <0 (42)
i
odQ?
Intrucat:
2 22 212
A= fo|(wf -Q7) +(200) (43)
rezulta ca:

3—2 = ‘% (o -@?) ”(259)2]_3/2[2(&3z -0*)(-20) +(2 &)2 c} =0 (44)

atunci cand:

Q. = -2& (45)

Derivand incd odatd expresia lui dA/dQ se aratd usor cd si conditia a doua este

satisfacuta.



